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Introduction

» Based on my research at the university of 
Tokyo
 Not at havok
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Current GPUs

» Current GPUs are designed for graphics

» Good at
 Many similar computations
 Simple computations

» Restrictions
 Not complicated logic (CPU is good at)
 All the thread taking the same path is ideal
 The number of computations run in a kernel have 

to be very large (otherwise, cannot hide memory 
latency etc)

» Not good for branchy code
 Narrow phase like 2 box-box, 4 cvx-cvx

» Great for large number of same simple 
computation
 1M particles <- Good at Particles
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Particle based Simulations

» Granular Materials
 DEM(Distinct Element Method)

» Fluids
 SPH(Smoothed Particle Hydrodynamics)
 MPS(Moving Particle Semi-implicit)

 Governing Equations for Fluid
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7.2 Distinct Element Method

7.2.1 Distinct Element Method

Distinct Element Method(DEM)では粉体は粒子群として表され，接
触している粒子間で相互作用を計算する．様々な接触力が用いられている
が，本研究では線形バネとダッシュポットを用いて接触力を計算する (図
7.1)．
粒子 iの運動は周囲の粒子からの接触力と重力を用いて以下のように計

算される．

dvi

dt
=

1
m

∑

j∈contact

f c
ij + g (7.1)

dxi

dt
= vi (7.2)

f c
ij = fn

ij + f t
ij (7.3)

ここで xi,vi,mはそれぞれ粒子 iの中心座標と並進速度，質量である．ま
た f c

ij は粒子 jから粒子 iに働く接触力であり，f c
ij は法線方向の接触力 fn

ij

と接線方向の接触力 f t
ij から構成される．法線方向は 2粒子の中心を結ぶ

方向であり接線方向はこの法線に垂直な平面の方向である．また gは重
力ベクトルである．粒子 iに接触している全粒子において接触力を求めて
速度と座標の更新を行なう．
粒子 i, j間に働く法線方向の接触力は，

fn
ij = −k∆rn

ij − ηvn
ij (7.4)

と計算される．ここで k, ηはそれぞれ線形バネのバネ定数とダッシュポッ
トの減衰定数であり，vn

ijは相対速度ベクトルの法線方向成分であり，∆rn
ij

は 2粒子が接触していない状態における粒子間の距離からの法線方向の変
位である．
粒子 i, j間に働く接線方向の接触力は摩擦力であり，粒子同士の接線方

向のずれに応じた力としてバネとダッシュポットを用いて計算する．2粒
子が衝突した時刻の粒子間の相対座標を r0

ij として保持しておく．この相
対座標 r0

ij の大きさをバネの自然長として用いる．そしてそれ以降の時刻
における相対変位∆rij を相対座標方向の単位ベクトル nを用いて法線方
向の成分 ∆rn

ij と接線方向の成分 ∆rt
ij に以下のように分解することがで

きる．

∆rn
ij = (∆rij · n)n (7.5)

∆rt
ij = ∆rij − ∆rn

ij (7.6)
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なる．この問題点を克服するためレベルセット法をラグランジュ粒子と組
み合わせたパーティクルレベルセット法が開発された [31]．それ以外にも
流体と剛体の相互作用 [19]，粘弾性流体 [39]，薄膜との相互作用 [44]，混
相流 [82]，2次元計算と 3次元計算のカップリング [67]なども研究されて
いる．構造格子を用いると壁境界の計算精度が下がるためOctreeを用い
たり [81]，非構造格子を用いた研究も行なわれている [72]．
またラグランジュ解法である粒子法に関してMPS法 [76]は計算力学の

分野において多く研究されており，剛体との相互作用 [110]，混相流 [57]
などの研究も行なわれている．コンピュータグラフィックスの分野におい
ては PremozeらがMPS法を用いた計算を行なった [102]．SPH法は天文
学の分野で開発された手法であったが，流体計算にも用いられており，弾
性体とのカップリング [96]や混相流 [97]の計算も行なわれている．粒子
法は粗い計算解像度での計算でも質量が保存するのでリアルタイムの計算
に向いている [94]．
粒子法では一般的に壁境界も粒子として表されて計算される．Müller

らはラグランジュメッシュで弾性体を表し，メッシュと流体粒子を相互作
用させる手法を開発した [96]．この手法はメッシュ表面に粒子を発生させ
て粒子間相互作用を計算し，メッシュに運動量を伝達した．この手法では
毎タイムステップごとにポリゴン上に仮想粒子を発生させなければならな
く，またポリゴンの大きさによって生成される粒子の密度が変化してしま
い，壁付近において粒子数密度一定の条件を必ずしも満たすとは限らない
という問題点がある．

3.3 Smoothed Particle Hydrodynamics

3.3.1 支配方程式
非圧縮流体の支配方程式は質量保存を表す連続の式と，運動量保存の式

である．

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0 (3.1)

DU
Dt

= −1
ρ
∇P + ν∇2U + g (3.2)

ρ,U, P, νはそれぞれ流体の密度，速度，圧力，動粘性係数であり，gは重
力加速度である．
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The Equation

» Pressure Gradient
 Makes fluid incompressible

» Viscosity
 Reduce the difference of velocities
 Very small and we already have numerical 

viscosity, sometimes it can be ignored in graphics

» Gravity

» Lagrangian Derivative
 Value change on a particle moving on the flow
 When particles are used for simulation, dont have 

to do anything special. Just advect particles
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High Low

2 1. 流体シミュレーション

図 1.1 物理量の分布

いた計算手法がある．粒子法では粒子は自由に動けるのに対して，格子を用い
た手法では格子は空間に固定されており，それぞれ得意とする計算対象が異な
る．SPHは粒子を用いて式を解く粒子法の 1つである．
式 (1.1)の説明に戻る．左辺の微分 D

Dt はラグランジュ微分と呼ばれ，流れの
上での物理量の変化を示している．これは以下のように書き下せる．

Dφ

Dt
=

∂φ

∂t
+ U ·∇φ (1.2)

式 (1.2)の右辺第 2項は移流項と呼ばれる．空間に固定された格子を用いる場
合は移流項を計算しなければならない．格子を用いた計算手法だと格子点上に
しか物理量を保持しないので移流項の計算において，線形補間などを用いる必
要があるので結果として数値拡散が起こってしまい，流体の速度がなまったり，
自由表面流れの計算では，流体の質量が減少するということが起きる．計算解
像度を十分高く取れる場合には，数値拡散を押さえることができるが，リアル
タイムアプリケーションなどで計算解像度を高く取れないときには，数値拡散
が大きくなってしまい大きな問題になる．しかしラグランジュ微分は流れの上
での微分，すなわち動く粒子上での微分を表しているので，SPHなどの粒子法
では粒子を移流させるだけで行なうことができるため，移流項を計算する必要
がなく数値拡散は起きない．
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The Equation

» ∇ and ∇2 have to be modeled when simulating 
using particles
 How to on SPH?
 How to on MPS?
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SPH

» Idea
 A value at x is calculated by integration of the 

function in space(in continuous)

 Gradient

» On Discrete particles

 Laplacian
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図 3.1: SPHのカーネル．

3.3.2 SPHの原理
SPHは流体を粒子群として近似して計算するシミュレーション手法で

ある．式 (3.2)を粒子で解くには，まず空間における物理量 φ(r)を計算す
る必要がある．SPHでは，空間のある座標 xでの物理量 φ(x)は，物理量
φ(r)を空間において積分して求める．

φ(x) =
∫

φ(r)W (x − r)dr (3.3)

ここでW はカーネルである．カーネルW は正規化されており
∫

W (x − r)dr = 1 (3.4)

という条件を満たすものである．
SPHでは粒子に物理量を保持させ，その物理量が粒子の周辺に図 3.1の

ように分布していると考える．この図は 2次元平面上に粒子が存在すると
して考え，分布している物理量を高さで表現している．そして式 (3.3)の
積分は，つまり座標 xでの物理量 φ(x)は周囲の粒子の持つ物理量 φj の
和として求められる．よって粒子を用いて計算するときには式 (3.3)は以
下のようになる．

φ(x) =
∑

j

mj
φj

ρj
W (x − xj) (3.5)

ここでmj , ρj は粒子 j の持つ質量と密度であり，mj = ρj∆rj が成り立
つ．また xj は粒子 j の座標である．一般的にカーネルW は xから遠ざ

1.2. SPH 3

1.2 SPH

SPHは流体を粒子群として近似して計算するシミュレーション手法である．
式 (1.1)を粒子で解くには，まず空間における物理量 φ(r)を計算する必要があ
る．SPHでは，空間のある座標 xでの物理量 φ(x)は，物理量 φ(r)を空間にお
いて積分して求める．

φ(x) =
∫

φ(r)W (x − r)dr (1.3)

ここでW はカーネルである．カーネルW は正規化されており
∫

W (x − r)dr = 1 (1.4)

という条件を満たすものである．
SPHでは粒子に物理量を保持させ，その物理量が粒子の周辺に図 1.1のよう
に分布していると考える．この図は 2次元平面上に粒子が存在するとして考え，
分布している物理量を高さで表現している．そして式 (1.3)の積分は，つまり
座標 xでの物理量 φ(x)は周囲の粒子の持つ物理量 φj の和として求められる．
よって粒子を用いて計算するときには式 (1.3)は以下のようになる．

φ(x) =
∑

j

mj
φj

ρj
W (x − xj) (1.5)

ここでmj , ρj は粒子 j の持つ質量と密度であり，mj = ρj∆rj が成り立つ．ま
た xj は粒子 jの座標である．一般的にカーネルW は xから遠ざかると 0にな
るものが用いられるため，図 1.2に示すように近傍の粒子の物理量の総和だけ
を取る．式 (1.5)を用いることである座標での物理量を求めることができる．
例えば xでの密度は，以下のように求められる．

ρ(x) =
∑

j

mjW (x − xj). (1.6)

流体の運動方程式を解くためには，物理量の他に物理量の勾配を計算する必
要がある．xでの物理量 φ(x)の勾配∇φ(x)は，式 (1.3)の勾配を取り

∇φ(x) =
∫

∇φ(r)W (x − r)dr (1.7)

となるが，ここで部分積分を用いて

∇φ(x) =
∫

∇(φ(r)W (x − r))dr +
∫

φ(r)∇W (x − r)dr (1.8)
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図 1.2 近傍粒子

と変形させることができる．右辺第 1項の体積分はガウスの定理により面積分
に置き換えられ，またカーネルW は xから遠い表面だと 0なので右辺第 1項
は 0になる．よって物理量の勾配は

∇φ(x) =
∫

φ(r)∇W (x − r)dr (1.9)

となる．
粒子の持つ物理量の総和で近似すると式 (1.9)は以下のように表される．

∇φ(x) =
∑

j

mj
φj

ρj
∇W (x − xj) (1.10)

このように物理量の勾配の計算を行なうときには，粒子の持つ物理量ではなく
カーネルを微分すればよい．

1.2.1 支配方程式の離散化
流体の支配方程式である式 (1.1)を式 (1.5)や式 (1.10)を用いて離散化する
方法について説明していく．圧力項，粘性項，外力項を一度に解くのではなく，
1つずつ力を解き，最後に和をとり加速度を求める．

( 1 ) 圧力項
流体の挙動を解くためには圧力項と粘性項を粒子の保持している物理量を用
いて計算しなければならない．圧力項は式 (1.10)を用いると以下のように表
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して考え，分布している物理量を高さで表現している．そして式 (3.3)の
積分は，つまり座標 xでの物理量 φ(x)は周囲の粒子の持つ物理量 φj の
和として求められる．よって粒子を用いて計算するときには式 (3.3)は以
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ここでmj , ρj は粒子 j の持つ質量と密度であり，mj = ρj∆rj が成り立
つ．また xj は粒子 j の座標である．一般的にカーネルW は xから遠ざ
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かると 0になるものが用いられるため，近傍の粒子の物理量の総和だけを
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流体の運動方程式を解くためには，物理量の他に物理量の勾配を計算
する必要がある．xでの物理量 φ(x)の勾配∇φ(x)は，式 (3.3)の勾配を
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∫

∇φ(r)W (x − r)dr (3.7)

となるが，ここで部分積分を用いて
∫

∇φ(r)W (x − r)dr =
∫

∇(φ(r)W (x − r))dr +
∫

φ(r)∇W (x − r)dr

(3.8)
と変形させることができる．右辺第 1項の体積分はガウスの定理により面
積分に置き換えられ，またカーネルW は xから遠い表面だと 0なので右
辺第 1項は 0になる．式 (3.7)と式 (3.8)より，物理量の勾配は

∇φ(x) =
∫

φ(r)∇W (x − r)dr (3.9)

となる．
粒子の持つ物理量の総和で近似すると式 (3.9)は以下のように表される．

∇φ(x) =
∑

j

mj
φj

ρj
∇W (x − xj) (3.10)

このように物理量の勾配の計算を行なうときには，粒子の持つ物理量では
なくカーネルを微分すればよい．

3.3.3 支配方程式の離散化
圧力項

流体の挙動を解くためには圧力項と粘性項を，粒子の保持している物理
量を用いて計算しなければならない．圧力項は式 (3.10)を用いると以下
のように表せる．

fpress
i = −

∑

j

mj
pj

ρj
∇Wpress(xi − xj) (3.11)
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ここで pj は粒子 j の圧力である．しかしこの式を用いると粒子 iと粒子
jの間の力は非対称になってしまい，作用反作用の法則に反する．そこで
粒子間の力を対称にするために粒子 i, jの圧力を求めて，以下のようにモ
デル化する．

fpress
i = −

∑

j

mj
pi + pj

2ρj
∇Wpress(xi − xj) (3.12)

粘性項

粘性項を解くためにはラプラシアンを計算する必要があるため，ラプラ
シアンを粒子上で離散化しなければならない．ここではまずその離散モデ
ルを作る．
粒子 iでの値 φiは粒子 jでの値 φj を用いると，1次までのテイラー展

開で以下のように表せる．

φi = φj + ∇φj · (xi − xj) (3.13)

よって粒子 jの位置での∇φj は

∇φj = (φj − φi)
xj − xi

|xj − xi|2
(3.14)

と求めることができる．
ラプラシアンは勾配の発散である (∇2φ = ∇ · (∇φ))．また発散は勾配

の式 (3.10)と同様に求まり，その発散の式に式 (3.14)を代入すると，

∇2φi =
∑

j

mj
∇φj

ρj
·∇W (xi − xj)

=
∑

j

mj
φj − φi

ρj

xj − xi

|xj − xi|2
·∇W (xi − xj) (3.15)

と求まり，ここで∇Wvis(xi − xj) = xj−xi

|xj−xi|2 ·∇W (xi − xj)とおくと式
(3.15)は

∇2φi =
∑

j

mj
φj − φi

ρj
∇Wvis(xi − xj) (3.16)

となる．この式を用いると粘性項は

fvis
i = µ

∑

j

mj
vj − vi

ρj
∇Wvis(xi − xj) (3.17)

と計算することができる．

第 3章 SPHによる流体シミュレーションにおける壁境界の改良 33

ここで pj は粒子 j の圧力である．しかしこの式を用いると粒子 iと粒子
jの間の力は非対称になってしまい，作用反作用の法則に反する．そこで
粒子間の力を対称にするために粒子 i, jの圧力を求めて，以下のようにモ
デル化する．

fpress
i = −

∑

j

mj
pi + pj

2ρj
∇Wpress(xi − xj) (3.12)

粘性項

粘性項を解くためにはラプラシアンを計算する必要があるため，ラプラ
シアンを粒子上で離散化しなければならない．ここではまずその離散モデ
ルを作る．
粒子 iでの値 φiは粒子 jでの値 φj を用いると，1次までのテイラー展

開で以下のように表せる．

φi = φj + ∇φj · (xi − xj) (3.13)

よって粒子 jの位置での∇φj は

∇φj = (φj − φi)
xj − xi

|xj − xi|2
(3.14)

と求めることができる．
ラプラシアンは勾配の発散である (∇2φ = ∇ · (∇φ))．また発散は勾配

の式 (3.10)と同様に求まり，その発散の式に式 (3.14)を代入すると，

∇2φi =
∑

j

mj
∇φj

ρj
·∇W (xi − xj)

=
∑

j

mj
φj − φi

ρj

xj − xi

|xj − xi|2
·∇W (xi − xj) (3.15)

と求まり，ここで∇Wvis(xi − xj) = xj−xi

|xj−xi|2 ·∇W (xi − xj)とおくと式
(3.15)は

∇2φi =
∑

j

mj
φj − φi

ρj
∇Wvis(xi − xj) (3.16)

となる．この式を用いると粘性項は

fvis
i = µ

∑

j

mj
vj − vi

ρj
∇Wvis(xi − xj) (3.17)

と計算することができる．

第 3章 SPHによる流体シミュレーションにおける壁境界の改良 31

図 3.1: SPHのカーネル．

3.3.2 SPHの原理
SPHは流体を粒子群として近似して計算するシミュレーション手法で

ある．式 (3.2)を粒子で解くには，まず空間における物理量 φ(r)を計算す
る必要がある．SPHでは，空間のある座標 xでの物理量 φ(x)は，物理量
φ(r)を空間において積分して求める．

φ(x) =
∫

φ(r)W (x − r)dr (3.3)

ここでW はカーネルである．カーネルW は正規化されており
∫

W (x − r)dr = 1 (3.4)

という条件を満たすものである．
SPHでは粒子に物理量を保持させ，その物理量が粒子の周辺に図 3.1の

ように分布していると考える．この図は 2次元平面上に粒子が存在すると
して考え，分布している物理量を高さで表現している．そして式 (3.3)の
積分は，つまり座標 xでの物理量 φ(x)は周囲の粒子の持つ物理量 φj の
和として求められる．よって粒子を用いて計算するときには式 (3.3)は以
下のようになる．

φ(x) =
∑

j

mj
φj

ρj
W (x − xj) (3.5)

ここでmj , ρj は粒子 j の持つ質量と密度であり，mj = ρj∆rj が成り立
つ．また xj は粒子 j の座標である．一般的にカーネルW は xから遠ざ
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MPS

» Idea
 Differential operators are modeled directly

 Generalized gradient

 Weighted average of neighbors

 Solving Poisson equation on particles(to make 
incompressible)
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2.2.2 非圧縮流体計算モデル
　MPS法では 2段階で支配方程式を解く．まず圧力項以外の項を計算

し，各粒子の仮の速度を求める．u∗
i を第 1段階で圧力項以外から求めた

粒子 iの仮の流速であるとすると圧力項による式は以下のようになる．
un+1

i − u∗
i

∆t
= −1

ρ
∇Pn+1

i (2.3)

式 (2.3)の発散を取り∇ ·un+1
i の項は発散が 0なので以下のように式変形

できる．
∇2Pn+1

i = ρ
∇ · u∗

i

∆t
(2.4)

また連続の式とMPS法の密度の定義を用いて式 (2.4)は以下のように変
形することができる．

∇2Pn+1
i = − 1

n0

n∗ − n0

(∆t)2
(2.5)

n∗は第 1段階後に得られた粒子数密度であり n0は基準となる粒子数密度
である．このポアソン方程式を解くことで圧力 Pn+1

i を求め，式 (2.3)に
より圧力項による速度の補正を行なう．

2.2.3 粒子間相互作用モデル
MPS法では偏微分方程式を粒子間相互作用モデルを用いて離散化する．

これらの粒子間相互作用を重み関数に基づいて計算する．重み関数は次の
ように定義する．

w(r) =

{ (
|re|
|r|

)
− 1 (|r| < |re|)

0 (|r| ≥ |re|)
(2.6)

reは粒子 iの影響半径である．粒子 iの粒子数密度 niは影響半径内にあ
る粒子 jの位置を用いて以下のように定義される．

ni =
∑

j "=i

w(rij) (2.7)

勾配モデルとラプラシアンモデルはそれぞれ以下のように与える．

〈∇φ〉i =
d

n0

∑

j "=i

φj − φi

|rij |2
rijw(rij) (2.8)

〈∇2φ〉i =
2d

n0λ

∑

j "=i

(φj − φi)w(rij) (2.9)

dは空間の次元数であり，λは統計的な分散の増加を解析解と一致させる
ための係数である．これらを用いて式 (2.2)を離散化して解く．

∇φi,j =
φj − φi

|rij |
rij

|rij |
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また連続の式とMPS法の密度の定義を用いて式 (2.4)は以下のように変
形することができる．
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n∗は第 1段階後に得られた粒子数密度であり n0は基準となる粒子数密度
である．このポアソン方程式を解くことで圧力 Pn+1

i を求め，式 (2.3)に
より圧力項による速度の補正を行なう．

2.2.3 粒子間相互作用モデル
MPS法では偏微分方程式を粒子間相互作用モデルを用いて離散化する．

これらの粒子間相互作用を重み関数に基づいて計算する．重み関数は次の
ように定義する．
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0 (|r| ≥ |re|)
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reは粒子 iの影響半径である．粒子 iの粒子数密度 niは影響半径内にあ
る粒子 jの位置を用いて以下のように定義される．
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dは空間の次元数であり，λは統計的な分散の増加を解析解と一致させる
ための係数である．これらを用いて式 (2.2)を離散化して解く．
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Wrap up
» SPH

 A value is a weighted sum of 
neighboring values

 X: Have to choose kernels 
carefully

 X: Cannot calculate correct 
pressure

 X: Can be compressed

» MPS
 O: No need to be bothered 

from choice of kernels

 O: Can calculate correct 
pressure like grid based

 O: Doesnt compress
 X: Can have some oscillation 

of pressure
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Agenda

» Introduction

» Particle-based Simulations
» Rigid bodies

» Solving Constraints

» Using Multiple GPUs
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Physics Simulation

» Some physics simulation is highly parallel
 Grid-based fluid simulation
 Particle-based simulation

» How about rigid bodies?
 X Accurate simulation
 O Simplified simulation

 Takahiro Harada, “Real-time Rigid Body 
Simulation on GPUs”, GPU Gems3
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Particle-based Simulation
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DEM Simulation

» Overview
 For each particle

 Look for neighboring particles

 For each particle 
 Force on a particle is calculated using values of neighbors

 For each particle 
 Integrate velocity and position

» Neighbor search using Uniform Grid
» Problem is neighbor search

 Use uniform grid to accomplish this
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Grid Construction

» Storing particle indices to 3D grid

» Each thread read particle position, write the index to 
the cell location

» But this fails when several particles are in the same 
cell

 Divide this into several pass
 1 index is written in a pass
 Repeat n times (max number of particles)

» Can limit the max number of particle in a cell if 
particles does not penetrate
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Rigid Body Simulation using 
Particles
» Extension to particle based simulation

» Rigid body is represented by particles
 Not accurate shape
 Trade off between accuracy and computation
 Simple, uniform computations -> Good for GPUs

» Use particles to calculate collision
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Overview
» Prepare for collision

 Computation of particle values
 For each particle: read values of the rigid body 

and write the particle values
 Grid construction

» Collision detection and reaction
 For each particle: read neighbors from the grid, 

write the calculated force (spring & damper)

» Update
 Update momenta

 For each rigid body: sum up the force of 
particles and update momenta

 Update position and quaternion
 For each rigid body: read momenta, update 

these
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Data Structure
» All physical values 

are stored in arrays
(texture)

» For each rigid body
 Positions
 Quaternion
 Linear momentum
 Angular momentum

» For each particle
 Position
 Velocity
 Force

» For neighbor search
 3D grid

Position

Particle
Position

Particle
Position

Velocity

Linear M.

Rotation M.
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Demo
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Extension

» It is easy to couple with fluid simulation and rigid 
bodies

» If there are more than particles
 Particles + Mesh(cloth)

» Can solve using several grids
 A grid for particles
 A gird for mesh
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Agenda

» Introduction

» Particle-based Simulations
» Rigid bodies

» Solving Constraints

» Using Multiple GPUs
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Solving Constraint

» Constraints are solved for velocity

» Penalty based
 Input: position, output: force

 No dependency btwn input and output

 No problem for parallel computation

» Impulse based
 Input: velocity, output: velocity

 Dependency btwn input and output

 Problem when parallelizing
 How to parallelize on the GPU?
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Problem of Parallel Update

» 1:1 collision

» 1:n collision

1st batch
2nd batch
3rd batch
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Batching

1st batch
2nd batch
3rd batch

» Not update everything at the same time

» Divide them into several batches
» Update batches in sequential order

 Update collisions in a batch can be parallel

» But how to divide into batches?? GPU??

Chen et al., High-Performance Physical Simulation on Next-Generation Architecture 
with Many Cores, Intel Technology Journal, 11, 04
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Dynamic Batching on GPU

» CPU can do this easily
 Chen et al., High-Performance Physical Simulation 

on Next-Generation Architecture with Many Cores, 
Intel Technology Journal, volume 11 issue 04

» To implement on the GPU, the computation has 
to be parallel

» Do it by partially serialize the computation
 Synchronization of several threads, which is 

available on CUDA, OpenCL
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Dynamic Batching

» A thread is assigned for a constraint

Thread ID 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Constraint a,b f, g a, c f, h d, e a, j e, i h, i c, d b, e

a

c d

b
e

i

h
f

g

j
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Dynamic Batching

» A thread reads a constraint data
 Thread0 reads a, b

» And flag a, b, if they are not flagged

» Can serialize operation in a block

Body a

Body b

Body c

Body d

Body e

Body f

Body g

Body h

Body i

Body j

Thread ID 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Constraint a,b f, g a, c f, h d, e a, j e, i h, i c, d b, e
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Dynamic Batching

Body a

Body b

Body c

Body d

Body e

Body f

Body g

Body h

Body i

Body j

Thread ID 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Constraint a,b f, g a, c f, h d, e a, j e, i h, i c, d b, e

a

c d

b
e

i

h
f

g

j
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Dynamic Batching

Body a

Body b

Body c

Body d

Body e

Body f

Body g

Body h

Body i

Body j

Thread ID 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Constraint a,b f, g a, c f, h d, e a, j e, i h, i c, d b, e

a

c d

b
e

i

h
f

g

j
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Dynamic Batching

Body a

Body b

Body c

Body d

Body e

Body f

Body g

Body h

Body i

Body j

Thread ID 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Constraint a,b f, g a, c f, h d, e a, j e, i h, i c, d b, e

a

c d

b
e

i

h
f

g

j
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Parallelization of Batch 
Creation

» Partially serial

» This operation creates wrong batch
 Each block doesn’t know what the others are doing
 Need another mechanism to solve this situation

Constraints

Computation Block Computation Block Computation Block Computation Block Computation Block Computation Block

Block0 Block1
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Conflict

Body a

Body b

Body c

Body d

Body e

Body f

Body g

Body h

Body i

Body j

Thread ID 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Constraint a,b f, g a, c f, h d, e a, j e, i h, i c, d b, e

Block0 Block1
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Solving Inconsistency

» Solving inconsistency requires global sync
 Don’t want to do it often

» Run a kernel to check constraints are not shared 
after creating batch on each blocks
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Solving Inconsistency

Body a

Body b

Body c

Body d

Body e

Body f

Body g

Body h

Body i

Body j

Thread ID 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Constraint a,b f, g a, c f, h d, e a, j e, i h, i c, d b, e

0

0

4

6

1

1

6

5

» On batch creation, write constraint idx to a buffer without 
any sync (cheap)
 The value can be overwritten by other thread if the body is 

shared among several constraint

» After batch creation, check if the constraint idx matches 
between two bodies
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Procedure

» Batch 0
 Clear the buffer
 Write indices sequentially in a warp
 Check if the write is valid

» Batch 1
 Clear the buffer
 Write indices sequentially in a warp

 Skip a constraint registered already

 Check if the write is valid

» Batch 2
 Clear the buffer
 Write indices sequentially in a warp

 Skip a constraint registered already

 Check if the write is valid
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Demo Overview

» Broadphase
 Uniform grid(using symmetry)

» Narrowphase
 Distance function with sample points

» Constraint Solve
 Projected Gauss Seidel

viii CONTENTS

(0,4) (1,4) (2,4) (3,4) (4,5)

(4,6)

(4,7)
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6 7 8

Figure 5.4: An improved neighboring search. Cell 4 searches for cells 5,6,7,8
as shown in the left but cells 0,1,2,3 search for cell 4.

Broadphase collision detection

We assume that the size of rigid bodies are almost the same and they are
enclosed in bounding spheres of the identical size. Broadphase collision de-
tection among these is the same problem to that we had in penalty-based
method. Therefore, we take the same strategy in which a uniform grid is
used. Although storing indices of spheres are the same procedure, neighbor-
ing search can be better because the search is bidirectional in the previous
implementation, i.e., not only sphere i finds sphere j as a neighbor but also
j finds i as a neighbor. If we took the strategy as penalty-based method, the
dupulicated pair has to be removed before computing impulses. However,
we can avoid this additional computation by a small modification.

The reason of bidirectional search is that cell ca is searched for from cell
cb and vice versa, where a = (ax, ay, az) and b = (bx, by, bz) are indices of
the cells. So, if sphere i was located in cell ca, search neighboring cell cb only
when f(a) ≤ f(b) where f : R3 → R in three dimension and f : R2 → R
in two dimension. Figure 5.4 shows an example in two dimension with
f(x, y) = x+Dy and we only have to search for five cells. However we have
to pay attention to the search of the spheres in the same cells. Spheres in the
same cell finds the other spheres as neighbor and it results in bidirectional
search. Thus, collision pair is generated only if i ≤ j where i is the sphere
index and j is the index of the other sphere when they are located in the
same cell.

We have to allocate the memory for the neighboring spheres in advance
because the GPU cannot allocate in the kernel. As we discussed in section
5.1.3, the spheres cannot pack more dense than closest packed structure.
Thus, more than twelve spheres does not contact to a sphere. Therefore, we
allocate memory of an array with the number of spheres and twelve integers
per element.

xii CONTENTS

Figure 5.8: Collision using distance function

Narrowphase

To compute impulse on each object, exact collision points have to be com-
puted. We can use any method for the narrowphase collision detection
because it is completely separated from the broadphase. In this imple-
mentation, we used signed distance function for the narrowphase collision
detection because of the simplicity. Each rigid body has two shape rep-
resentation; polygons and signed distance functions. In addition to these,
sampling points are placed on the surface of rigid bodies. The collision be-
tween two objects are detected by sampling the distance function of the
other object at the sampling points on an object. If the value at a sampling
point is minus, they are colliding at the sampling point. Using signed dis-
tance function is also useful because the gradient at a sampling point is the
normal vector of the colliding point.

However, choice of the sampling points is difficult. If we used too dense
sampling, the number of colliding points explodes. On the other hand,
if we used coarse sampling, collision may be missed. Figure 5.8 shows a
two-dimensional case when it become a problem. There are two quads. If
the sampling points are placed at the four vertices, correct collision normal
cannot be obtained and they cannot solve the collision. This situation can
be improved by placing sampling points on each edges as shown in the left
of the figure.

Of course, we can decompose the constraints after computing the exact
collision points in the narrowphase collision detection. The reason why we
inversed the order is that the decomposition requires several passes and so
the fewer the constraints are the better on the current implementation. If
they are decomposed after the narrowphase, more pairs have to be decom-
posed into batches and it would be much expensive. The inverse of the order
is from our observation of the algorithm.
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Demo in 2D
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TreeTraversal using 
HistoryFlags
» Traversal

 Using stack is not GPU friendly - Need a lot of local storage 
(↑Resource, ↓Performance)

 Adding Escape sequence is not good choice for GPU

» Traversal using History Flags
 Simple

 Small local resource (232leaves can be traversed with 32bits storage)

 No additional computation on build

» Quad Tree
 4 bits for each level
 Flag traversed node

» Procedure

 Initialize:“0000”

 Next node:Find first “0”

 After visit a node “1” (Flag)
 Descend:Move to next bits

 Ascend:Move to prev bits
 No more “0” on this level
 Clear this level to “0000”

» Good Performance compared to stack traversal

1000

1000

0000

1000

1100

0000
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Agenda

» Introduction

» Particle-based Simulations
» Rigid bodies

» Solving Constraints

» Using Multiple GPUs
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Using Multiple GPUs

Memory

MemoryMemoryMemory

» Cannot run applications developed for a GPU

» Need two levels of parallelization
» 1GPU

» Multiple GPUs
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Parallelization using 
Multiple GPUs
» Grid-based simulation

 Connectivity of simulation elements is fixed
 Boundary elements are also fixed 
 Easy to split a simulation by space
 Relatively easy to parallelize on Multiple GPUs

» Particle-based simulation
 Connectivity of simulation elements is dynamic

 Have to search for neighbors each time step

 Not obvious how to parallelize on Multiple GPUs



©Takahiro HARADA

Decomposition

» Space decomposition is employed (instead 
of index based)
 Simulation domain is split into sub domains

» Have to assign particles to each processor 
dynamically

P0 P1 P2 P3
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Decomposition of 
Computation
» Computation of particle values requires values of 

neighbors
 Inside of subdomain: all the data is in the memory of its own
 Boundary of subdomain: some data is in the memory of others

» Have to read data from other GPUs
 Communicating when required makes the granularity of transfer 

smaller and inefficient

» Transfer only “Ghost Region” and “Ghost Particles”
 Ghosts are not updated
 Just refer the data



©Takahiro HARADA

Data Management

» Don’t have to send all the data

» The particles have to be sent are
 1. Particles go out from my subdomain(Escaped 

particles)
 2. Particles in ghost region(Ghost particles)

» Scanning all the particles to flag them are too 
expensive for high frequency simulation

» Instead, reused grid constructed for neighbor 
search to select particles to be sent(Sliced grid is 
used instead of uniform grid)
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Introduction of sorting to 
improve cache efficiency
» As simulation proceeds, particles are mixed up

 Spatial coherency is lost
 Can sort by spatial order to increase cache hit

» Full sort is an option
 But timing Radix sort > neighbor search

» Observation
 Full sort isnt necessary
 Can exploit frame coherency

» Block Transition Sort
 Generalization of Odd-even transition sort

 2 adjacent elements -> 2 adjacent blocks
 No random read/write
 Good for processor with fast local memory

1st pass

2nd pass

3rd pass

4th pass

Timesteps

Ti
m

e 
(m

s)

0

1

2

3

4

5

6

7

1 21 41 61 81 101

Force Computation(UG)
Force Computation(SS)
Force Computation(S)
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Data Transfer btwn GPUs

» No way to direct transfer

» Write to main mem from GPU mem, then read 
from another GPU

GPU0 GPU1 GPU2 GPU3

Main 
Memory

Compt
Force

GPU0
Compt
Force

GPU1
Compt
Force

GPU2
Compt
Force

GPU3

Update Update Update Update

Prepare
Send

Prepare
Send

Prepare
Send

Prepare
Send

Send Send Send Send

Synchronization

Receive Receive Receive Receive

Post
Receive

Post
Receive

Post
Receive

Post
Receive
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Environment

» 4GPUs(Simulation) + 1GPU(Rendering)
 S870 + 8800GTS

» 6GPU(Simulation) + 1GPU(Rendering) 
@GDC2008
 QuadroPlex x 2 + Tesla D870 + 8800GTS
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Results
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Thanks

» Slides and Demos : 
 http://www.iii.u-tokyo.ac.jp/~takahiroharada/


